Soluciones Hoja 4. Pedro Balodis

Problema 1. Determinar el dominio (conjunto més grande dénde estén definidas),
éstas funciones [se trata de escribir su dominio como un intervalo o unién de inter-
valos]:

a) f(z) = Va2 —9: Tenemos que x € Dom(f) < 22 — 9 € Dom(y/%), ésto es,
22 —9>0. Pero

?-9>02°>9¢ || >3 2 € (—o00,—3]U[3,00) = Dom(f)

r—3
b) g(z) = —5—

x#1,3. 7Por tanto,
Dom(g) =R\ {1, 3} = (—00,1) U(1,3) U (3,00)

: Tenemos que x € Dom(g) & 2% — 42 + 3 # 0, ésto es,

T +5
c) F(x) = ——
vVa?—5br+6
22 —5x+6#0,éstoes, 22 —52x+6>0. Comoz?—-52+6=0=2=2,3
y ése es un polinomio cuadratico con coeficiente principal 1 > 0,

: Tenemos que x € Dom(F) < 22 — 5z + 6 € Dom(y/~) A

22 —br+6>0r<2Vr>3exc (—00,2)U(3,00) = Dom(F)

d) G(z) = In(z? — 4): Tenemos que z € Dom(G) & x2 — 4 € Dom(In(+)), ésto es,
22 — 4 > 0. Razonando como en los ejemplos anteriores

Dom(G) = (—o0,—2) U (2, 00)

Problema 2. (Este problema lo haré a mano en una hoja aparte)

Problema 3. Determinar recorrido e imagen de las siguientes funciones f : R — R,
asi como si son inyectivas o sobreyectivas:

a) f(xz)=|e* —2|: Es claro que f(z) > 0 Vz, lo cual proporciona I'm(f) C [0, o).
Nos gustaria ver que de hecho, hay igualdad de conjuntos: tomando = = log 2,
es inmediato que f(z) =0 (a), y si £ — oo, podemos escribir

fl@)=¢€"]1—2¢e"" = lim f(z)= lim e* =00 (b)
\—/—/ Tr—r 00 Tr—r 00
—1,x—00

Asimismo estd claro que f(x) es continua en cada uno de los puntos de su
dominio (es una composicién de funciones continuas) (c). De (a), (b) y (c),
usando el Teorema de Valores Intermedios, se sigue que [0, 00) C Im(f), luego
[0,00) C Im(f) C [0,00), de dénde Im(f) = [0,00). Vamos a ver que f(z)
no es inyectiva (ciertamente, no es sobreyectiva porque hemos determinado su
imagen, que es subconjunto propio de R). Para ello, observamos que e* — 2 >
0 < x > log 2, luego podemos escribir

2—¢€", x<log2
fl@)=19 ",
e’ —2, x>log?2

Para < log2 = = € (—o0,log?2] la funcién f(x) es entonces estrictamente
decreciente, con lim,_, o, f(z) = 2; f(z) < 2Vx < log2. De ello se deduce
que f((—o0,log2]) = [0,2), y en cambio f(x) es estrictamente creciente en
[log 2, 00), y por tanto, cada y € (0, 2) hay dos valores distintos  con f(z) =y
(se recomienda bosquejar una grafica de f(x) para visualizarlo mejor). De
manera alternativa, podemos ver que f(0) = f(log3) = 1, lo cual es suficiente
para ver la no-inyectividad.



b) g(z) = 2% + 1: Una funcién del tipo f(z) = 2™ con n natural es continua
en todo R (obvio, pues f(x) = x...x : n factores, luego es un producto de
funciones continuas). En el intervalo [0, 00) es ademds creciente estrictamente:
Si 0 <z <y, podemos escribir

n

=l =+ 3 (1) a2t ) s
J) ~—— —
>0Vj; >0 >0

Para un exponente n que sea ademéds natural impar, como para z < 0, " es
estrictamente creciente (podemos usar que entonces ™ = —|z|", que lo reduce
al caso anterior), tenemos que z™ es estrictamente creciente en (—oo,0] U
[0,00) = R, lo cual hace que una funcién asi sea inyectiva. Como ademads
lim, , oo z™ = —00, lim, oo 2™ = 00 y la funcién z™ es continua en todo su
dominio, del Teorema de Valores Intermedios deducimos que z™ es biyectiva.
Aiiadirle una constante no modifica en absoluto todo ésto, asf que g(z) = 23+1
es biyectiva. [Nota: como para n natural impar f(z) = z™ es una biyeccién
de R, tiene asimismo una inversa globalmente definida (-1 (z) = ¥/z, que
coincide con 2'/™ (inicialmente definida para x > 0 en Teorfa). Usando ésto,
la funcién g(x) = z3 + 1 tendrfa inversa g~ (z) = ¢z — 1].

c) h(z) = log(z? + 1): Primero observamos que Dom(h) = R, pues x? + 1 >
1 Vz. Tenemos que h(z) es continua en todo R (es composicién de funciones
continuas) (a), h(0) = 0 (b) y lim, 1+ h(z) = o0 (c). De (a), (b) v (c),
usando el Teorema de los Valores Intermedios, se deduce que I'm(h) = [0, o),
luego ciertamente no es suprayectiva; como h(z) es claramente par, tampoco
puede ser inyectiva.

Problema 4. Decidir si los siguientes subconjuntos de R? pueden ser la gréfica de
alguna funcién y = f(z):

a) A= {(z,y) € R?: 22 = y?}: No, pues si (z,y) € A & y = dx, ysiz # 0,
pt = (x,+x) € A, y ésos dos puntos son distintos. Observamos sin embargo
que A es la unién de las graficas de las funciones fi (z) = +x.

b) B = {(z,y) € R? : 22 + 4> = 1}: No, pues si (z,y) € B, y si |[z| < 1, px =
(x,+y) € B,y ésos dos puntos son distintos (pues |z| <1 =32 =1-22 >0,
luego y # 0). De nuevo, B es la unién de las grificas de dos funciones, a

saber, g4 (z) = +v1 — 22, |z| < 1.

c) C = {(z,y) € R? : 4> = z}: Si, pues como la funcién h(z) = 2%,z € R
tiene la inversa globalmente definida h(~V)(z) = ¢z, dado = € R, (x,y) €
C <y = h{=D(2), luego C es la gréfica de una funcién (precisamente la de

WD () = ).

Problema 5. Decidir si las siguientes funciones son pares o impares (aquf dada una
funcién f : A C R — R, entendemos que f(z) tiene paridad par [respectivamente,
impar], si A es un subconjunto par, esto es, dado z € A < —x € Ay para x € A,
f(=z) = f(x) [respectivamente, f(—z) = —f(x)]; si A = Dom(f) no es un conjunto
par, ni siquiera tiene sentido preguntarse por la paridad de f).

a) f(z) = 2% — 3x: Claramente Dom(f) = R, que es un dominio par, y que = € R,
claramente f(—x) = —f(z), luego f es impar.

b) g(x) = cos(mz): De nuevo, Dom(g) = R, que es un dominio par, y que z € R,
claramente g(—x) = g(x), luego g es par.



c) h(x) = |23|+5: Dom(h) = R, que es un dominio par, y que x € R, h(—x) = h(zx),
luego g es par. (observamos que v(x) = |23| es par, aunque x> no lo sea, pues
(—2)?| = | = 2%| = |27|).

d) u(z) = Va2 —4: Dom(u) = {z € R: 22 -4>0} = {z € R: |z > 2}
(=00, —2] U [2,00), que es un dominio par, y para x € Dom(u), u(—x)
V(=2)2 —4 =22 — 4 = u(x), luego u es par.

Problema 6. Determinar las composiciones fog, go f y sus dominios de definicién:
a) f(z) = senz, g(x) = 1 — 2% Puesto que ambas funciones estdn definidas en
todo R, sus composiciones también. Tenemos:

{(fog)(:c) = sen (1 — a2)

(g0 f)(@) =1 - sen’z

b) f(x) =e3*, g(z) = In2: Tenemos:

luego Im(g) € Dom(f) = Dom(f o
Dom(g) = Dom(go f) = Dom(f) =R

c) f(z) =22 g(x) = +/x: Tenemos:

{Dom(f)R, Im(f) = [0,00)
Dom(g) = [0,00), Im(g) = [0,00)

%ego Im(g) C Dom(f) = Dom(fog) =[0,00), Im(f) C Dom(g) = Dom(go
=R
(fog)(@) = (Va)? =2; 2 € [0,00)
(gof)(x)=Va2=|z|; z€R

Problema 7. Usando sucesiones, o bien la definicién, comprobar formalmente los
siguientes limites:

a) lim,_,_32x = —6:

e Con sucesiones: Si x, - =3y f(z) = 2z, f(zn) =22, = 2-(-3) =
—6 (usando propiedades conocidas de los limites de sucesiones). Como
éso vale para cualquier sucesién ()52, con x,, — —3, existe el limite
anterior y es igual a -6.

e Con la definicién: Dado € > 0, |22 — (=6)| < € & 2|z + 3| < ¢, luego
tomando 6 =€/2 > 0, si |+ 3] < § = |2z + 6] < ¢, luego existe el limite
anterior y es igual a -6.

b) lim, 5z —4=1:

e Con sucesiones: Siz, — 5y f(x) =+vz —4, f(x) es continua en x = 5,
luego f(x,) — f(5) = 1. Razonando como en a), el limite existe y vale
1 (aunque hemos tenido que apelar al hecho de que f(z) es continua en
x =5, lo cual hace éste razonamiento un tanto insatisfactorio).



e Con la definiciéon: Dado € > 0, queremos ver cémo escoger § > 0 tal que
si |z —4| <4, |f(x) — 1] < e. Para ello, usamos que

oz =5
S Ve —4+1
y de ésto se deduce que |f(z) — 1| < |z — 5|, (Jz — 5] < 1), luego

|[vVx —5—1] < €, tomando ¢ = min{e,1} > 0 y deducimos que existe el
limite y es 1.

flz)—1 s Ve —4+1>1si|z -5 <1

Problema 8. Calcular los siguientes limites directamente (sin usar la Regla de
L’Hopital ni derivacién, que se verd més adelante):

2 2 2 2
a) limzﬁ,lﬁz Sif(x) = %, f es continua en = —1, pues es el
T — _
cociente de dos polinomios, y el del denominador, x —1 no se anula en x = —1.

Por tanto, el limite es f(—1) = —1.

2 -2 2 -2
rAroe Si f(z) = %, usando que 22 +2—2 = (z—1)(z+2),

b) lim, :
) limg sy — z—1

x2+x727

tenemos que f(z) = x + 2, z # 1. Por tanto, lim,_,; 7
T —

= lim, 1 (x + 2)=3.

VT +5—3 VT +5-3 1
limg g Yo 2 2 S fla) = Y22 () = w A4 _
c) lim,_q4 — if(z) pr f(z) NCES R r#4,yg(v)
1
———— es continua en x = 4. Por tanto, lim,_,1 f(z) =¢g(4) = 1/6
Ve+5+3
1 1 1 1
: T 2. g _z 2 _ 1 _ b
d) limg_,o PR Si f(z) = o flz) = Qx,l’ # 4,y glx) = op €s

continua en x = 2. Por tanto, lim,_1 f(z) = g(2) = —1/4

Problemas 9 y 10: Estudiar los limites laterales en = 0, = = 3 de las siguientes
funciones, y la posible continuidad:

a)
x, x>0
€T) =
ro={". 120
Para |z — 3] < 1, f(x) = z, que es continua en x = 3, luego

Si0 <z <1, f(z) =x,ycomo g(x) = x es continua en x = 0, lim, 0+ f(z) =
g(0) =0. Si -1 <z <0, f(x) = —22, y como h(z) = —2? es continua en
x =0, im0+ f(xz) = h(0) = 0. En los dos puntos mencionados la funcién
tiene limite y como los limites coinciden con el valor de f en los puntos, es
continua en ellos.

b)
2e, >3
g(z) = < e?, 0<x<3
—xz+1, <0



Las funciones hy (z) = 2e, ho(z) = e* y hg(x) = —x + 1 son continuas en todo
R, y usando en cada caso la apropiada, tenemos:

Tim g(e) = lm u(e) = hi(3) =2 Tim g(e) = lim ha(x) = ha(3) = €% B lim g(z)

lim g(z) = lim ha(x) =ho(0) =1 lim g(z) = lim hs(z) = hg(0) =; I lim g(x) =1

x—0+ r—0+ r—0— r—0— r—3

g es continua z = 0 pero no en xz = 3.

Problema 11. Estudiar la continuidad (o en su caso, la continuidad lateral) de las
siguientes funciones en = = 1:

VaZ—1+5,

a) f(z) = \/717 5 Si z < 1, la funcién f no estd definida, asi que sélo

tiene sentido ver la continuidad por la derecha. Asimimo, si 1 < z < 2,
0<Vzr—-1<1l=+z—1-2<—-1,demodo f(z) estd definida y es continua
para 1 < z < 2 y claramente, lim,_,;4 f(x) = f(1), luego f es continua por
la derecha en x = 1.

b) g(z) = In(x — 1): Como Dom(g) = (1,00), 1 ¢ Dom(f), luego en propiedad,
no tiene sentido preguntarse si f es continua en x = 1. Si nos preguntamos si
hay alguna forma de extenderla por continuidad en x = 1, la respuesta es que
no, pues lim, 14 f(z) = —o00, que no es un valor real.

c) h(z) = v/ —1: Puesto que h = fog, con f(x) = Iz, g(a) = x — 1 y éstas
funciones son continuas en todo R, lo mismo ocurre con su composicién, y en
particular, en x = 1.

Problema 12. Determinar los puntos de continuidad de

B |z|sen (1/x) ,xz#0
ﬂm—{o o

Solucién: Todos, pues si  # 0, f es continua en x (1/x es continua para x # 0,
sen (1/x) es la composicién de dos funciones continuas, luego continua, y \/m es
continua, luego su producto con sen (1/z) también). En cambio, si = 0, hay que
ver que lim,_,o f(z) = 0, pero para x # 0, podemos hacer la estimacién

@) < Vizl = —Vlzl < f(2) < VIe| (1)

La funcién g(z) = +/]z| es par, y lim, o4 g(x) = lim,04 v/ = 0 = g(0). Por
ser g par, también lim, o g(z) = lim, 04 g(x), luego Flim,_,¢ g(z) = 0 = ¢(0).
Entonces, de la acotacién (1) se deduce que Flim, o f(z) = 0 = f(0), luego f es
continua en z = 0.

Problema 13. Definir f por continuidad, en = 1, cuando sea posible:

a) f(z) =

T . Tenemos
|z — 1]

f(x):{1 x> 1

-1 <1

luego lim, 14 f(x) = 1 # —1 = lim, 1 f(z). Por tanto, f presenta una
discontinuidad de salto (luego inevitable) en x = 1 y tal extensién no existe.



(x—1)°

E3T : Tenemos

b) g(z) =

g@)=le—1], 2 #1

luego limg 14 g(x) = 0 = lim, 1 g(z). Por tanto, Ilim, 1 g(z) = 0, y si

definimos
oy )el@) sz #1
M@—{O =1

g extiende por continuidad a g en z = 1.

Problema 14. Hallar los puntos de continuidad de h(z) = v—22 4 7z — 6:

Solucién: Puesto que h = f o g, con f(z) = /z, g(x) = —2? + 7Tx — 6, que
son continuas en sus respectivos dominios, su composicién h serd continua alla
dénde esté definida. Puesto que Dom(h) = {z € R : g(x) > 0}, y g(z) = 0 sii
x=1Vzx =6,y como g es un polinomio cuadrético de coeficiente principal —1 < 0,
Dom(h) = [1,6], y es continua en todos ésos puntos.

Problema 15. Dar un ejemplo de funcién f con f(z) discontinua Va y |f(z)]
continua Vax:
Solucién: Consideremos la funcién

)1 ,x €Q
f(x)_{—l , € R\Q

Tenemos que, dado zy € R, existen sucesiones (z,)52; con z, € Q Vn y x, = xo
e (Yn)22, con y, € R\ Q Vn e y, — xo (para justificar ésto, podemos tomar
primero o = 0y z, = 1/n, y, = V2/n, y para un xy € R cualquiera, si g € Q,
tomamos x,, = o + 1/n, y, = To + V2/n y si 29 € R\ Q, tomamos z,, : sucesién
de aproximaciones decimales de xq, ¥y, = o + 1/n). En todo caso, aceptando éste
hecho, a través de la sucesién x,, f(z,) = 1 — 1, mientras que a través de la
sucesion Yy, f(yn) = —1 = —1, luego Alimg ., f(x).

En cambio, |f(z)] = 1 Va, luego por ser constante, es continua en todos sus
puntos.

Problema 16. (hecho a mano en hoja aparte).

Problema 17. Probar que cada una de las siguientes funciones tiene un cero
en (0,1), usando el Teorema de Bolzano:

a) f(r)=—2*+8z—6: f(0)=—-6<0<1= f(1). Como f es continua en [0, 1],
f se anula en (0, 1).

b) g(z) =" —1: g(0) =0y 0 € [0,1].

4
-3 1
c) h(z) = %: h

5 +6x+1
pues para z > 0, 2° + 62 + 1 > 1 (el denominador es continuo y no se anula),
y por tanto, h se anula en (0, 1).

(0)=1>0> —1/7 = h(1). h es continua en [0, 1],

10
Problema 18. Probar que la ecuacién cosz — 2 — ¢ tiene solucién en (0,7/2):
T

10
Prueba: Sea f(x) = cosz — = +e, que es continua en todo R. f(0) =14+¢€ >
™

0>e—5= f(n/2) (recordemos que 2 < e < 3), y dénde se anule f, se cumple la
ecuacién pedida.



Problema 19. Probar que si f : [0,1] — [0,1] es continua, f posee al menos
un punto fijo zg € [0, 1] (ésto es, f(xo) ):

Prueba: Puesto que 0 < f(0), f(1) < 1, considerando g(x) = f(z) —z, x €
[0,1], g(0) = f(0) > 0> f(1) -1 = y puesto que g es continua en [0, 1] si
f lo es, se sigue que Jxg € [0,1] con g(zg) = 0 & f(xg) = zo (observamos que
unicamente podemos decir z¢ € [0,1] y no en (0, 1), porque las desigualdades para
g en los extremos son no-estrictas).

Problema 20. Probar que al calentar un aro siempre hay dos puntos diame-
tralmente opuestos a la misma temperatura.

Prueba: Fijando un punto py en el aro, cualquier otro punto p determinara
un cierto dngulo (en radianes) con el punto p, y considerando que la temperatura
T = T(p) depende continuamente del punto p, podemos pensar que tal funcién
T es una funcién continua T' = T'(«), o € [0,27], y de periodo 27 (el dngulo se
mide en radianes). Dos puntos diametralmente opuestos corresponden exactamente
con determinar dos dngulos 0 < a < f < 27 con f — «a = w. Si consideramos
f(a) = T(a) — T(a + ),

fla+m) =T(a+7)—T(a+2r)=T(a+7) —T(a) = —f(c)
=T(«a)

Si ahora fijamos «g € [0, 7], o bien f(ag) = 0, en cuyo caso T'(ag) = T(cp+7), y ya
lo tenemos, o bien f(ag) # 0. Como ag € [0, 7], ag + 7 € [7,27] ¥ f es continua en
[0,27], f se anula en [ag, g + 7] (pues f(ag) y f(ao + ) son de signos opuestos).



